Simplificacao de Expressoes

Mapa de Karnaugh



1. Introducao

* Nas aulas anteriores projetamos diversos circuitos sem a preocupacao de simplificarmos de
modo que utilizassem o menor numero possivel de portas logicas.

» Agora vamos estudar algumas técnicas para simplificar circuitos, aumentando a eficiéncia e a
economia.

* O primeiro passo para entender as técnicas de simplificagao € analisar como funciona algumas
propriedades e postulados da Algebra de Boole.



2. Postulado da Complementacao

* Aimagem mostra algumas propriedade da complementacao:

Este postulado, mostra como sdo as regras da complementacio na
dlgebra de Boole. Chamaremos de A o complemento de A:

12)Se A=0—> A =1

298 A=1— A =0

Aftravés do postulade da complementagio, podemos estabelecer a
seguinte identidade:

A=A
Se A =1, temos: E:ﬂegﬁﬁ=ﬂ—}x=l-
SeA=0temos: A=lese A =1— E=Il

Assim sendo, podemos escrever: A = A.

O bloco légico que executa o postulado da complementacio é o Inversor.



3. Postulado da Adicao

* Aimagem mostra algumas propriedades da adicao:

Este postulado, mostra como sho as regras da adigdo dentro da Algebra

de Boole. '
19 0+0=0
2550+ 1=1
3 1+0=1
4% 1+1=1

Atraves deste postulado, podemos estabelecer as seguintes identidades:
A+0=A. A pode ser 0 on I, vejamos, entao, todas as possibilidades:
A=0=20+0=0
A=1—=>1+0=1

Notamos que o resultado serd sempre igual & varidvel A.



3. Postulado da Adicao

* Aimagem mostra outras propriedades da adicao:

A+l=1.
A+ A=A,
A+A=

Vejamos todas as possibilidades:
A=0—=20+1=1
A=1-=1+1=1

MNotamos gue se somarmos 1 a uma varidvel, o resultado
sera sempre 1.

Vejamos todas as possibilidades:
A=0—=0+0=0
A=1-1+1=1

Notamos que se somarmos a mesma varidvel, o resultado
zera ela mesma.

. Vejamos todas as possibilidades:

A=023 A=120+1=1

A=13A=0=1+0=1

Notamos que sempre que somarmos a wma variivel o seu
complemento, teremos como resultado 1.

O bloco ldgico que executa o postulado da adigao € o OUL



4. Postulado da Multiplicacao

* Aimagem mostra algumas propriedades da multiplicacao:

\

E o postulado que determina as regras da multiplicagdo booleana:
129)0.0=0
290.1=0
3¥)1.0=0
41.1=1

Alravés deste postulado, podemos estabelecer as seguintes identidades:
A.0=0, Podemos confirmar, verificando todas as possibilidades:
A=0-0.0=0
A=1—-1.0=0

Notamos que todo nimero multiplicado por 0 € 0.



4. Postulado da Multiplicacao

* Aimagem mostra algumas propriedades da multiplicacao:

A.l=A., Analisando todas as possibilidades, temos:
A=0—-0.1=0
A=1—-1.1=1

Notamos que o resultado destas expressoes numéricas serd
sempre igual a A.

A.A=A. Esta identidade, & primeira vista estranha, ¢ verdadeira,
como podemos confirmar pela andlise de todas as
possibilidades:

A=0—=0.0=0
A=1=1.1=1

Notamos que os resultados serfio sempre iguais a A.

A . A =0. Vamos analisar todas as possibilidades:

A=0—20.1=0
A=1—=1.0=0

Notamos que para ambos os valores possiveis que a varidvel
pode assumir, o resultado da expressio sera sempre (.

O bloco l6gico que executa o postulado da multiplicacio € o

E,



S. Propriedades Algébricas

* Aimagem mostra as propriedades comutativas, distributivas e associativas:

3.4.1 Propriedade Comutativa

Esta propriedade ¢ vilida tanto na adicao, bem como na multiplicagio:
Adicio: A+ B=B+ A
Multiplicagio: A . B=B. A

3.4.2 Propriedade Associativa

Da mesma forma que na anterior, temos a propriedade associativa valida
na adi¢io e na multiplicacio:

Adicao: A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C
Multiplicacio: A . (B.C) = (A.B) . C = A.B.C

3.4.3 Propriedade Distributiva
A.(B+C)=AB +A.C



6. Teorema de Morgan

* Os dois Teorema de Morgan sao muito utilizados para simplificacao de expressdes booleanas:

3.5.1 1° Teorema de De Morgan

O complemento do produto € igual a soma dos complementos:

(A7B)-A+B

O teorema pode ser estendido para mais de duas varidveis:

Para provar esfe teorema, vamos montar a tabela da verdade de cada (ABC N)=A+B+T+ .. +N
membro e comparar 0s resultados:




6. Teorema de Morgan

* O segundo Teorema de Morgan:

A.B= [A 3 B} — 22 Teorema

[a mesma forma que no anterior, o teorema pode ser estendido para
mais de duas variivels:

{A+B+C+ " N:] =A.BC.. N




7. Identidades Auxiliares

* Existem diversas propriedades auxiliares que ajudam na simplificagcao de expressoes, mas vamos
destacar as 3 que sdo as mais utilizadas:

A+A.B=A
A+ A .B=A+RB
(A+B).(A+C)=A+B.C



8. Quadro de Resumos

Complementacao

A=D>S A =1
A=1— A =0
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Multiplicacao

A=A

A.0=0
A.l=A
A.A=A
A.A=0




8. Quadro de Resumos
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9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

 Uma das formas de simplificar as expressoes (e os circuitos por consequéncia) € utilizar as
propriedades algébricas vistas anteriormente, por exemplo:

S= ABC+AC+AB

Vamos simplificd-la, utilizando a Algebra de Boole. Primeiramente,
vamos evidenciar o termo A:

S=A(BC+C+B)
Agora, aplicando a propriedade associativa, temos:
S=A[BC+(C+ B)]

Aplicando a identidade X=X , temos:

S= A[BC - (E-;ﬁ)]

Aplicando o teorema de De Morgan, (emos:
S= [Bc + (ﬁ)] A
Chamando BC de Y, logo (ﬁ?) = ?, temos entao:

S=A(Y+Y)
Como Y+Y=1,logo:S=A.1=A .. S=A



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

* Analisando um novo exemplo:

S=ABC + ABC + ABC

Tirando A . C em evidéncia nos dois primeiros termos, temos:
S=A.C.(B+B)+ABC
Aplicando a identidade: B+ B = 1, temos:

S=A.C.(B+B)+ABC

A.C+ABC .. 5=AC+ABC



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas
* Exercicio: Simplifique a expressao:

S=ABC+ABC+ABC+ABC + ABC oara w=ABC+ (.



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

i — -y —

* Resposta: e _
S=ABC+ABC+ABC+ABC+ ABC

Evidenciando C , temos:
S=ABC+C(AB+AB+AB+AB)
Evidenciando A e A, temos:

S=ABC+ E[E{ﬁ +B)+ A(B + B}]

S = ABC+C(A.1+Al)— identidade X +X =1
S= EEG+E{I'{+M

§=ABC+C.1— identidade X+ X=1

S=ABC+C.



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

* Exercicio: Simplifique a expressao:

S=(A+B+C).(A+B+Q) para S =AB+ AB4+C



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

* Resposta:

S=(A+B+C).(A+B+(C)

Aplicando a propriedade distributiva, temos:
S=AA+AB+AC+AB+BB+BC+AC+BC+CC

Vamos usar as identidades X.X =0e X.X=X ¢ reescrever:
S=AB+AC+AB+BC+AC+BC+C

Colocando C em evidéncia, temos:
S=AB+C(A+B+A+B+1)+AB

Usando as identidades: X+1=1 e X.1=X, obtemos o resultado final:

S=AB+AB+C



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

* Exercicio: Simplifique a expressao:

5-[{E}+E+D]+E{W] para oy omm 1)+ AL



9. Simplificacao de Expressoes Booleanas

* Resposta: 5= [{E} +B+ D] + C{ACD)

Aplicandd o teorema de De Morgan ao 1° e 22 termos, obtemos:

S=(A+C+B+D)+C(A+C+D)

Agora, aplicando o teorema de De Morgan ao 12 termo e a propriedade
distributiva ao 29 termo, temos:

S=ACDB+AC+CC+CD

Reescrevendo, aplicando a identidade X.X =0, temos:
S=ABCD +AC+CD

Evidenciando o termo CD, vamos ter:

S« CD(AB+1)+AC -

$=CD.1+AC-> identidade X+1=1

. S=CD+AC



10. Mapa de Veitch-Karnaugh

* Simplificar expressoes e circuitos utilizando as propriedades algébricas € uma atividade
complexa, pois nem sempre sera possivel obter uma simplificacao eficiente.

* Algumas expressdes maiores (com maior numero de varaveis) sdo complexas de serem
simplificadas, e o tempo gasto pode tornar inviavel.

* Neste contexto, o mapa de Karnaugh pode ser uma ferramenta interessante, pois € uma técnica
mais padronizada de simplificacao.



11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Aimagem abaixo mostra as regides do mapa:

No mapa, encontramos todas as possibilidades assumidas entre as
variaveis A ¢ B. A figura 3.3 mostra todas as regides do mapa.

B B B B B B B B

| >
> 2

N

N\

>
N

Y7/ N

(a) (b) (c) (d)
Figura 3.3 - Regides do mapa de Veitch-Karnaugh:

(a) regido onde A = 1.
(b) regido onde A= 0 (A =1).
(¢) regido onde B = 1.
(d) regidgo onde B= 0 (B =1).



11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Aimagem abaixo mostra como montar o mapa:

Com 2 varidveis, podemos obter 4 possibilidades:

N e ]
130 b B
2 s

— casol

— caso 2

=R O O i

1 — casol
0
1

— caso 3

Podemos distribuir, entdo, as 4 possibilidades neste diagrama, da seguinte forma:
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11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

 Exemplo: Vamos simplificar a expressao:

e caso 0

? ——  casol S=EB+ﬁE+AB
1
1

—_— caso 2

e
—_— O O [
iy

caso 3




11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Colocando os valores da tabela no mapa:
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11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Para simplificar, precisamos agrupar as regioes onde o valor € 1, no menor numero possivel de
agrupamento. Nas regioes onde 1 nao puder ser agrupado, serdo consideradas isoladamente.

* Neste exemplo, conseguimos agrupar os valores 1 em dois casos: Caso 1 (linha A) e Caso 2 (linha
B). Apds o agrupamento, basta somar os valores dos dois casos, e teremos uma simplificacao:

o
w

A ':.E '}lr:j]—h-parl S:PHI'J.‘I'PHIZ i S:Jﬁ!i.'!"B




11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Exercicio: Simplifigue a expressao

S=AB+ AB + AB



11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Resposta:

S=AB+ AB + AB




11. Mapa de Veitch-Karnaugh para 2 Variaveis

* Resposta: Agora basta agrupar os pares e fazer a soma:

ol
m

l:PI

ic
&rl
;

oS

par 2

Somando as expressoes dos pares, temos a expressao simplificada:
S=A+B

Notamos que a tabela da verdade € a de uma porta NE. Aplicando o
teorema de De Morgan a expressdo, ap6s a simplificacdo, encontramos a
expressdao de uma porta NE:

S = AB



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

 Aimagem abaixo mostra o mapa com 3 variaveis:

o
=

J=

.
O
()




12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

 Aimagem abaixo mostra o mapa com 3 variaveis:
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(a) Regiao na qual A = 1.
(b) Regido na qual A = (A = 0).
(¢) Regido na qual B = 1.
(d) Regido na qual B = 1(B = 0).
(e) Regido na qual C = 1.

(f) Regido na qual C = 1(C = 0).



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Aimagem mostra como montar o mapa:

0 |0 0 o

1 |0 o 1 B ' B

2 |0 1 0 GonlooilorilGE
—|000 01

3 10 1 B A |(ABC|ABC|ABC|ARC

4 1 0 0 A Caso 4| Caso 5{Caso 7{Caso 6

5 [ 0 1 100 LO1:11711 110

. ' T . ABC[{ABC|ABC|ABRC

7 1 1 1 E ke -




12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Para simplificar, basta encontrar os grupos. Com 3 variaveis sdo mais op¢coes de agrupamento:

a) Oitava:

Agrupamento maximo, onde todas as localidades valem 1. A flgura 3.22
apresenta esta situacao:

B B
e i S -
= i’l 1 1 1‘i 5 s
: — <= Uitava : 5=
Al I
11 1 1 1)
G C (@

Figura 3.22



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

b)  Quadras:

Quadras sdo agrupamentos de 4 regioes, onde S é igual a 1, adjancentes
ou em seqiiéncia. Vamos agora formar algumas quadras possiveis num
diagrama de 3 variaveis, a titulo de exemplo:

B B B B \\ B B //
AR x 1} o] o - N o | o IA
i I 1
1

Ale o ]|o] o A i_l_____l_;' 0o | o Al /1o | o EL
/

g e C C g T /C C 527

(a) (b) (c)

Figura 3.23 - (a) Quadra A.
(b) Quadra B.
(¢) Quadra C.



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

c) Pares:

A figura 3.24 apresenta, como exemplo, 2 pares entre os 12 possiveis em
um diagrama de 3 vanaveis:

o

B
x| 1) |
1)l o | o |{1

——— A ——

—— e —— —

S —

r=== &= Par AC (est4 localizado na intersecgao

al o (3 ._-1\) 0 das regides A e C)
s C
fi
Par AC (esta localizado na intersecgao
das regides A e C)

Figura 3.24



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

d) Termos 1solados:

Vejamos na figura 3.25, alguns exemplos de termos isolados, que, como
ja dissemos, sao os casos de entrada sem simplificacao.

B B
A 0 1:1:\ 0 1:1:\ —Termo ABC
Al o o {{D]| o &Termo ABC
C & &
ﬂ ——
Termo ABC

Figura 3.25



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Exemplo: Simplifique a expressao

o e OO O O g




12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis
* Exemplo: Fazendo o agrupamento

,

\_EB B
% F
\ o1 =
x 11;1i 0 1| [!';Z} ¢ Par AB
A ! i e
1} 0 0 \1 &= Quadra C
! \
A
7= o
~C & C™,
Figura 3.26

Notamos que esse par ndo depende de C, pois esta localizado tanto em C
como em C, resultando sua expressio independente de C, ou seja, 0 termo AB.

O passo final € somarmos as expressées referentes aos agrupamentos, A
expressio final minimizada serd: S = AB + C.



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Exercicio: Minimize o circuito que representa a tabela




12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Resposta: Montando o mapa

ox
w e

=
=
i
=
=




12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Resposta: Fazendo o agrupamento

0 | N1 —- —T
S - § = AC + AC + BC.

Lad

y



12. Mapa de Veitch-Karnaugh para 3 Variaveis

* Resposta: Outra forma de fazer o agrupamento

Al O [dL i o | =ParAC

22 B Ke' 1y | o ! E__ __:F= Pares: AC e AB
hun___F . s
C | C i

S=AC+ AB + AC



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

 Aimagem mostra o diagrama para 4 variaveis
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1 ||
D D D




13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Aimagem mostra as regioes de cada variavel no mapa:

C C o

c
5 77,7/7k
: Y}
S T DA
y
A%k :
D D D b D D
(a) Regido onde A = 1. (b) Regido onde A = 1 (A =0).
c C C C
% o =
I
i uunsl
: 7777k
D D D D D D

(¢) chi_iio onde B = 1. (d) Regido onde B =1 (B = 0).



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Aimagem mostra as regioes de cada variavel no mapa:

e

C c. 1. ®
T, /
Y, V/,

%7k %7k

D D D D D D
(e) Regido onde C = 1. (D Regiiio onde C =1 (C =0).
C //c C C

Y, V, 7
0778 75
D D D b| o

I o

(8) Regido onde D = 1. (h) Regiao onde D =1 (D = 0).



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

« Exemplos de pares possiveis:

Devemos ressaltar aqui, que no diagrama, os lados extremos opostos se
comunicam, ou seja, podemos formar oitavas, quadras ¢ pares com 0s termos
localizados nos lados extremos opostos.

Vamos, como exemplo, verificar alguns desses casos no diagrama:

a) Exemplos de Pares:

—j !
cC 1| C
N —
\L/ B
uRBD - KD -
B
A
1) B
L]
D |] ID D
fr



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

 Exemplos de pares possiveis:

C j L
i | -
| Y B
f—_?} 2
QuadraBD = i i B
A / \J
[ T G-
;',i“ -’l\‘ B
1
B|' b !'[D
q —
QuadraBD
(a)
Figura 3.36
¢) Exemplos de Oitavas:
\\\\E Cl/z
\ /
1\ 1|8
7{ \‘ 'l
1 i1
Quadra D = : i R
1} i1
Al_1 \‘
1/ \\e E
AN
/D D 5‘\

Oitava B

C iIc
I 1
- ——-lfl, |\s];.— —E
A &= QuadraBD
e
A
1) (1]®
D D D
(b)
\ C C /l
\\i Jaff 3/%
A
B
A e e o S e,

,,,, T~JB
ZT 1 S B e | 2
/ — - \

D D D
1



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Aimagem mostra como 0 mapa pode ser montado com base na tabela verdade:

olo o 0 O

1 0 O ¥ 1

2 0O 0 1 0 - "

3 0 0 1 1 Caso0 | Casol | Caso3,| Caso2

4 O 1 0 0 00000001001f001o_

5 0 1 0 1 KKEEBKECDKECDKﬁCEB
Caso4'| Caso5 | Caso7 | Caso6

6 0 1 1 0 01000101of?10?§o

7 40 1 1 1 KBEBKBEDKBCDABCDB

8 1 0 0 0 Caso 12 | Caso 13,} Caso 15 | Caso 14,
1100{1101)1111{1110

9 1 U 4 1 ABCD|ABTDlABCD|ABCD

10§11 0 1 0 A [Caso8 | Caso9 | Caso11 | Caso 10

A 1000({1001}1011|1010|B

11 1 0 1 1 ABCD|IABECD|ABCD|ABCD

12 1 . QO D - = =

13 1 1 0 1

14 1 d 1 0

15 1 1 1 1




13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Exemplo: Simplifique a expressao

o 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0o 0 1 o} 1 o o - _

0 o 1 1341 | S=ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ARBCD
0 1 0 0 0 - —_— i -
04 1¢ 0% 10l 1 + ABCD+ ABCD + ABCD + ABCD

0 1 1 0 0

0 1 1 i 1

1 0 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 0

1 0 1 1 1

1 1 0 0 I

| ] - 0 1 1

1 | 1 0 0

1 1 1 1 1
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13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Var
A
A

A i _..ﬁ..
Ho ©O O 0O 0O OO O m m o -

* Resposta: Montando o mapa




13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Resposta: Fazendo o agrupamento

c C Y par
. = | ..
= 0 |{1 (13| Lilg '
oitava: D
o |11 | 110 B
i | B quadra : AC S=D+ AC+ ABC.
(1 [iry] 14} o .
A ! par: ABC
] v o B
D D D
quadra—/ A

oitava



13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Exercicio: Mostre a expressdo minimizada da tabela

o 0 o0 0 |
o 0 o0 1 ;
0 4 1L € ’
& & 1 L]l
0 . 0 0 1
o 1 -0 14 1
o 1 1 0} 1
0 1 1 ! :
1 0 0 0 .
1 v 8 1 ’
. 0 1 0 1
1 o 1 116
1 1 & & X
1 1 0 1 X
1 1 1 ’
1 1 1 1 -




13. Mapa de Veitch-Karnaugh para 4 Variaveis

* Resposta:
T s C B _ —— quadra A D

= O {} O = C C
0 0 o |1 |10 o (AT
0 0 0 1 1 A B x 0 |5
0 0 1 0 0 1 1 1 1 (l___u 1) --1\,! <«—— quadra A B
0 0 1 1 1 I "

B 0o {l1l] o
0 I 0 0 1 0 0 1 0 i WL
0 1 0 1 1 i | o cls
o 1 1 0 1 A 0 |\|B
| olo|o|1|B b Ba | D

0o 1 1 1} 1 _ _ ! \—— temoisolado AB C B
1 0 0 0 0 D D D parBCD
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1] o0 Gt . .
1 1 0o ol o S=ABCD+BCD+AB+AD
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1
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